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XXII. 


SUR UNE GÉNÉRALISATION DE LA THÉORIE 
DES FONCTIONS D'UNE VARIABLE IMAGINAIRE 


Ier Mémoire 


« Acta Mathematica », t. 12, 1889, pp. 233-286. 


INTRODUCTION. 


La représentation des fonctions de trois variables indépendantes par 
les fonctions des points d'um espace à trois dimensions est d'un usage trés 
répandu parmi les analystes. Mais les points ne sont pas les seuls éléments 
géométriques de l'espace. Il y a aussi les lignes et les surfaces et l'on peut, 
de la méme facon, faire correspondre à chaque point ou à chaque ligne ou à 
chaque surface les valeurs d'une variable. On obtient de la sorte des fonctions 
des points et aussi ce qu'on peut appeler des fonctions des lignes et des fonctions 
des surfaces de l'espace. On n'a appliqué jusqu'ici l'analyse qu'aux fonctions 
des points, mais il est bien intéressant aussi d'étudier les fonctions des lignes 
et les fonctions des surfaces. Ces fonctions se présentent dans plusieurs ques- 
tions de physique. Par exemple l'énergie d'un courant qui parcourt un fil 
métallique; qui peut se déplacer et se déformer dans un champ magnétique, 
est une fonction d'une ligne. Elles peuvent se rattacher aussi à des questions 
analytiques, par exemple on en trouve une application en généralisant la 
théorie des fonctions envisagée du point de vue de DIRICHLET ©) ou en cher- 


(1) Voir ma Note Sopra le funzioni che dipendono da altre funzioni, « Rendiconti della 
Reale Accademia dei Lincei », s. IV, vol. ПІ», 18872, pp. 97-105, 141-156, 153-158 [in questo 
vol: XVII, pp. 293-313]. C'est en poursuivant ce but que j'ai été amené aux idées qui 
forment la base de ce mémoire. Je me permets donc d'exposer en peu de mots le point de 
départ de mes recherches sur la généralisation de la théorie des fonctions. 

D'après la définition de DIRICHLET, on dit qu'une variable est fonction d'une autre 
variable, si à chaque valeur de cette quantité, entre des limites données, correspond une 
valeur de la premiére quantité. On est amené bien naturellement à cette définition, qui est 
indépendante de tout rapport analytique entre les variables, en considérant des phénoménes 
oü il y a deux quantités qui changent simultanément de telle facon que les valeurs de l'une 
dépendent de celles de l'autre. 

En se placant à un tel point de vue on est conduit aisément à généraliser l'idée de fonc- 
tion parce que dans plusieurs questions de physique et d'analyse on trouve des quantités qui 
dépendent de toutes les valeurs d'une fonction ordinaire ou de plusieurs fonctions ordinaires 
tout à fait arbitraires. Par exeraple la température dans un point d'une lame, qui est chauffée 
au bord, dépend de toutes les valeurs de la témperature au bord de la lame. Les fonctions 
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chant à étendre aux intégrales doubles Іа théorie JACOBI-HAMILTON sur le 
calcul des variations. À présent je me borne à montrer l'usage qu'on peut 
en faire dans la théorie des fonctions des variables imaginaires. 

Dans la théorie des fonctions d'une variable imaginaire, on suppose, 
en quelque sorte, que les valeurs des variables imaginaires sont étendues 
sur une surface, avec la condition que les rapports différentiels des variables 
ne dépendent que des points de la surface. C'est ainsi qu'on peut exprimer 
la condition de monogénéité établie par CAUCHY et que la théorie des 
variables imaginaires peut se rattacher à l'étude des paramètres différentiels 
et à l'étude des éléments caractéristiques. 

Est-ce qu'on peut généraliser cette théorie en se rapportant à un espace 
à trois dimensions ? Voilà le probléme que je me suis proposé. 

On peut résoudre la question, mais pour l'aborder il faut recourir à ce 
que je viens d'appeler les fonctions d'une ligne. En effet on obtient la 
généralisation en faisant correspondre à chaque ligne fermée de l'espace les 
valeurs de deux variables imaginaires liées entre elles par une condition diffé- 
rentielle tout à fait semblable à la condition de monogénéité de la théorie 
ordinaire. 

Dans le mémoire qui va suivre je me suis borné à étendre la théorie aux 
espaces à trois dimensions, mais on peut aller plus loin dans la généralisation. 
La théorie des hyperespaces est depuis longtemps connue et beaucoup de 
mathématiciens sont à présent familiarisés avec les mots empruntés à la 
géométrie des espaces à z dimensions, qui peuvent représenter d'une manière 
claire et frappante des propriétés analytiques. Cette considération m'a poussé à 


des lignes offrent un autre exemple d'une telle dépendance. Il est bien clair que, lorsque 
on parle d'une quantité qui dépend de toutes les valeurs d'une ou de plusieurs variables, on 
entend quelque chose de bien différent d'une fonction de fonction. 

J'ai tâché d'étudier la dépendance dont je viens de parler. En général on ne sait pas si, 
en partant de la fonction, on peut parvenir, par des procédés analytiques, à la quantité qui en 
dépend. Pourtant, sous certaines conditions, qui sont tout à fait semblables aux conditions 
nécessaires pour le développement en série de TAYLOR, on peut parvenir à généraliser cette 
série au cas que nous considérons. Par exemple, bornons-nous au cas le plus simple, c'est 
à dire d'une quantité y qui dépend de toutes les valeurs d'une fonction f (x), définie pour les 
valeurs de x comprises entre les limites z , #. Sous certaines conditions on peut donner pour y 
l'expression analytique 


b b b 
y = yo + [rte 0, (д) dt: + + | frere Ө» (£x , £2) dis dt, 


b b b 


T zs] [лоу 0; (2: , fa T2 dti dt: dt; +: 2. 


ой yo est une constante et les fonctions 0, (2: ,/2,:--,4,) sont des fonctions symétriques des 
variables Z: ,Z2,---,£2,. 

La série qu'on vient d'écrire n'est autre chose que la généralisation de la série 
de TAYLOR. 
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aborder méme la théorie générale pour les hyperespaces dans un mémoire que 
je publierai plus tard. En se posant à un tel point de vue, les fonctions des 
lignes ne suffisent pas. Il faut recourir à une notion moins simple, c'est à dire 
aux fonctions des hyperespaces. 

A quelle théorie connue va se rattacher la généralisation dont je viens 
de parler? 

Il est bien aisé de montrer qu'elle se rattache à la théorie des fonctions 
de plusieurs variables imaginaires. I] y a presque une année, M. POINCARÉ 
a publié dans ce journal un trés beau mémoire sur la généralisation du théo- 
rème de CAUCHY pour les fonctions de deux variables imaginaires. Je vais 
montrer comment le remarquable théoréme de M. POINCARÉ fait ressortir, 
tout de suite, une liaison entre la théorie que je me propose d'exposer et la 
théorie des fonctions de deux variables imaginaires. 

Soit donnée une fonction de la variable z = x + V= т y continue et 
uniforme dans une aire limitée par un seul contour. On déduit du théoréme 
de CAUCHY que l'intégrale d'une telle fonction prise entre des limites imagi- 
naires dépend des limites seulement. On obtient donc, par l'intégration d'une 
fonction des points du plan complexe, une nouvelle fonction des points. 
Est-ce la méme chose pour les intégrales doubles? 

M. POINCARÉ, en généralisant le théoréme de CAUCHY, à démontré que 
l'intégrale d'une fonction uniforme de deux variables imaginaires prise sur 
une surface fermée est nulle, si l'on peut déformer et réduire la surface à un 
point sans rencontrer de singularités. On peut déduire de là que, si la surface 
d'intégration n'est pas fermée, l'intégrale dépend des lignes qui forment le 
contour de la surface. Donc on voit que l'intégration des fonctions de deux 
variables conduit aux fonctions des lignes. Les fonctions des lignes que j'ai 
étudiées, correspondent à tous les cas qui se présentent dans les intégrales 
doubles prises de la manière indiquée par M. POINCARÉ. Puisque ces fonctions 
des lignes dépendent seulement du bord de la surface d'intégration, j'ai donné 
leur expression analytique par des éléments qui dépendent seulement du bord, 
c'est à dire j'ai montré qu'elles peuvent s'exprimer par des intégrales simples 
étendues à la ligne qui forme le bord. 

Il est bien aisé de voir que la généralisation de la théorie des intégrales 
abéliennes aux intégrales doubles, est une question liée aux principes fonda- 
mentaux que je vais exposer dans ce qui suit. 

J'ai consacré le т“ chapitre du Mémoire à la théorie des fonctions des 
lignes. Le 2ème chapitre: est partagé en cinq articles. Dans le те article, après 
avoir établi la généralisation de la condition de monogénéité pour les fonctions 
des lignes, je trouve une relation différentielle analogue à A, — o. Dans le 
3*"* et дёте article, en étudiant cette relation, j'essaie une théorie des propriétés 
caractéristiques des fonctions des lignes. Enfin le 5*"* article contient la théorie 
des opérations différentielles. 

Dans ce mémoire je n'ai pas abordé le cas d'un espace fermé d'une conne- 
xion multiple ni la généralisation du théoréme d'ABEL qui en suit. Je rem- 
plirai cette lacune dans un autre mémoire. 
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CHAPITRE 1. 


Les fonctiones des lignes. 


Article. 


I. Nous commencerons par quelques études générales sur les fonctions 
des lignes dans un espace à trois dimensions. Je me bornerai à considérer des 
lignes fermées qui n'ont pas de noeuds. Je ferai l'hypothése que les coordon- 
nées x,y,z des points de chaque ligne soient des fonctions continues de 
l'arc s de la courbe. 

À chaque ligne L parcourue dans une direction donnée, correspondra 
la valeur d'une variable Ф. On doit supposer qu'en général en changeant la 
direction de la ligne, méme sans la déplacer, la valeur correspondante de la 
variable Ф change aussi. Je désignerai cette correspondance par le symbole 


b= Ф111. 


On va trouver des variables ¥ dont les valeurs ne dépendent pas seule- 
ment des lignes L, mais aussi de la position d'un point variable A pris sur 
la ligne. On désignera une telle fonction par 


Y — Y |[L , A]]. 


Si la position du point est définie par la longueur s de l'arc compris entre le 
point variable et un point fixé sur L, on écrira aussi 


Y= VIL, s). 


2. Comment peut-on étendre aux fonctions des lignes les définitions de 
continuité et de dérivation?  . 

C'est en poursuivant ce but, que je vais définir le domaine d'une ligne. 

Une ligne fermée, enchainée à L, en se déplaçant le long de L jusqu'à 
revenir dans sa premiére position, décrit une surface tubulaire. Le volume S 
compris dans une telle surface est ce que j'appelle un domaine de L. Toute 
ligne, comme L, qui parcourt le tube S dans le sens longitudinal est une рле 
longitudinale de S O. Je dirai que Ф | [L] | est continue si, quelque petite que 
soit la quantité e, on peut toujours déterminer un domaine S de L, tel que, 
pour toute ligne longitudinale L' de S, on ait 


mod [Ф | [L] | — 9 | [L]] | <<. 


(2) Voilà ce que j'entends par une ligne fermée qui parcourt le tube S dans le sens 
longitudinal. Soit с une section transversale du tube. Déplacons с de sorte qu'elle vienne 
engendrer le tube S, et supposons que dans le méme temps un point A, pris dans l'aire 
c, se déplace jusqu'à revenir dans sa position initiale. Nous dirons que la ligne décrite par A 
est une ligne qui parcourt le tube dans le sens longitudinal, 
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Pour ce qui va suivre la condition de centinuité, telle qu'on vient de la poser, 
n'est pas suffisante. Soient 6,, 6, , 6, les aires comprises entre les projections 
des deux courbes sur les plans coordonnés, с = | œ + o? + c; . П faut sup- 
poser que le rapport 

mod | 6 |[L'] | — 9 | [L] | | 


G 


ne surpasse jamais une limite finie M. 

Lorsqu'on a affaire à une fonction Ф | [L , s] |, il y aura à considérer la 
continuité par rapport à la variable s, c'est à dire en laissant fixe la courbe 
L et supposant que le point A se déplace. Mais il faudra examiner aussi la 
condition de continuité lorsqu'on change A et L à la fois. Si A est un point 
situé à l'intérieur d'un champ T à trois dimensions, nous appellerons T un 
domaine de А. Nous dirons qu'il y a continuité, si quelque petite que soit e, 
on peut toujours déterminer un domaine S de L et un domaine S' de A, 
tels que, pour toute ligne longitudinale L' de S et pour chaque point A' de L' 


` 


situé à l'intérieur de S', on ait 
mod | 6 | [L', A']| — 6 |[L, A] || <<. 
3. Passons maintenant à la dérivation. Faisons passer par chaque point 


d'un arc Z= AB de L un segment de longueur Ax, parallèle à l'axe x. Le 
lieu des extrémités de ces segments est un arc CD. Soit 


D + A. Ó 


la valeur de la fonction qui correspond à la ligne, qu'on.déduit de L en 
remplaçant l'arc AB par la ligne ACDB formée des droites AC, BD et de 
l'arc CD. Supposons que Ax et Z tendent vers zéro en laissant A fixe et que 


A, Ф 
ч) Ae? 
tende vers une limite X. On appellera une telle limite la dérivée de D par 
rapport à x. Nous supposerons que cette limite ne dépende pas du cóté de 
B par rapport à À, ni de la maniére dont Ax et Z tendent vers zéro. Nous 
ferons encore l'hypothèse que, quelque petite que soit y, on peut déterminer 
une quantité о, telle que pour toute ligne L et pour tout point А l'on ait 


A, Ф 


pour toutes les valeurs de Ax et de / comprises entre — « et o. En un mot 
nous supposerons que le rapport (1) tend vers la limite X avec uniformité. 

Il est clair que la limite X dépendra en général de la ligne L et du point 
A. Nous la désignerons par 


Ф. | [L , s] |. 


On trouvera de méme les dérivées de Ф par rapport à y et par rapport à z, 
qu'on désignera par 


emm. al GI, 


Nous supposons les trois dérivées continues. 
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4. Soit E (5) une fonction continue. Déplacons chaque point d'une ligne L 
parallèlement à l'axe x d'une quantité 


бл = eL (5). 
On trouvera une ligne L'. Nous allons chercher 
iL] — el, 


© 


lim 


e= о 


Partageons la ligne L en 2% parties A, £j , 4, , kiba ri A; , ha de sorte que 
tout intervalle Ae = а; ё; soit compris entre les intervalles £#;_,, 2;. Роѕопѕ 


D 2 = 8. 


Soit s; la longueur de l'arc compris entre les points 2; а, compté dans la 
direction (2; 2;,,---4,). Par chaque point de l'arc 4; conduisons un segment 
de longueur e£ (5;) parallèle à l'axe x. On trouvera un arc 4; = a;b;. Rempla- 
cons les arcs 4; (1—1,2,:--,p) par les lignes formées des droites a;4;, 
b; b; et de l'arc 4; . On aura une ligne L;. Il est clair qu'on peut écrire 


9|[L|—9|(L1] ХФ Dall 0.10) 


oü L, signifie L. 
Mais 


Ф | [L] | — Ф | [L; —:] | = 20 5 (5) (9. | [L5 — ., s] | + geit, 
Il suffit de prendre € < o/N , 4, < œ, N étant le maximum de E (s), pour que 
mod Np E Tj. 


On aura aussi 


Ф. |: 54] | = TTL, s2] | + n 


et, en prenant œ suffisamment petit, en vertu de la continuité de la dérivée, 
on aura ` 
mod 7, <n. 


Par la condition qu'on a posée aprés la continuité de Ó ($ 2) on peut écrire 
mod | Ф | [L] | — 6 | [L;] | | < M [sN + 4, D,) 


en désignant par D, l'oscillation de la fonction £(s) dans l'intervalle Z,. On 
en déduit 


lim EIL ZIEL — JEC) @; | D. s] |ds. 


£-0 i 


De même si on donne à chaque point de L un déplacement 


òy = en (s) 
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parallélement à l'axe y, en passant de la courbe L à la courbe L” on trouvera 


= (nO) IL, s] |ds. 
L 


lim 
g=o 


9 [L"]|— 9 | [L]| 
E 


Enfin, en supposant que par des déplacements 82 = sC (s) parallèles à l'axe 
2 on obtient la courbe L'", nous pouvons écrire 
Géi ke LE 


E= O 


zt (s) €, |[L , s] | 2s . 


5. Supposons maintenant que les déplacements des points de L aient 
pour composantes dans les directions des trois axes i 


ТО ge E DE E EAE, 


et qu'on trouve d'une telle façon une courbe L'*. On peut démontrer bien 
aisément que 


lim 


ESO 


DIM e L Tas Фу + 0,045. 
L 


Le résultat que nous venons de trouver peut s'énoncer aussi de la maniére 
suivante. 
Soit 


(A) 8Ф = Í (D. 8x + Ф, dy + Ф, 82)ds , 
L 
la quantité 
80 — {Ф |[L7] | D | [L1] j 


est un infiniment petit d'ordre supérieur à €. 
C'est pourquoi on appelera òP la variation de Ф. 


6. Nous allons chercher maintenant à quelles conditions doivent satis- 
faire les trois dérivées Ф, , Ó; , ®.. 

Si par le déplacement infiniment petit des points de la ligne L cette 
ligne ne change pas, on aura $® = o. En posant 


d 
dx => dro, Dua Adr , de = Eds, 
on aura donc, pour une valeur arbitraire de 2, 
p , dX dy , 42 
o к DŽ + 0; 5) ds. 


On tirera de là 
o dx , dy D dz — 
VEH + Ф, 2 + ©: 2 ds — 
24 
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c'est à dire, si £ est la tangente de L, 


dx dy dz 
q = COS ¿z = у> Ç B = cos £y = 1 Y = Gos fg = —— , 
on aura 
(2) м НЬ ВИЧ ee 


L'égalité qu'on vient de trouver n'est pas la seule condition а laquelle les 
trois dérivées doivent satisfaire, mais c'est la seule dont nous nous servirons 
dans le cours du mémoire. Il est bien intéressant de déterminer d'autres pro- 
priétés des dérivées par eue celles qu on trouve en introduisant les dérivées 
d'ordre supérieur (3), 


Article 2. 


1. L'égalité (2) de l'article 1 permet de poser les équations 

| Ф. = yB — ВС, 

(3) Фу = aC — YA, 
| Ф, = ВА — «В. 


Les inconnues А,В, C ne sont pas déterminées par les égalités (3). Si 
А,, B,,C, vérifient ces équations, les solutions générales sont 


AA Le, Ñas Ok ` Сес dE. 


£ étant une quantité arbitraire. 
D'après les égalités (3) on pourra remplacer (A) par 


(A) 30= j (A (B8z — yy) + B (y8x — adz) + C (a8y — Bä ) ds . 
d | 


2. Par le déplacement (3x, ду, 22) l'arc ds décrit un parallélogramme 
infiniment petit. 

Supposons qu'un point en parcoure le périmétre de sorte qu'il se déplace 
sur ds dans la direction positive. Soit de l'aire du parallélogramme. Si l'on 
conduit la normale z au parallélogramme en prenant pour direction positive 
celle d'un observateur qui voit le point mobile se déplacer dans le sens des 
aiguilles d'une montre, on aura 


\ (Bòz — үду) ds = cos nx : do, 
(yòx — adz) ds = cos ny - do, 
(ady — Bòr) ds = cos nz · do. 
Examinons maintenant la bande infiniment petite o décrite de la ligne L par 


(3) Voir la Note citée et l'autre: Sopra le funzioni dipendenti da linee. « Rendiconti 
della R. Accademia dei Lincei», s. IV, vol. HI, 18872, pp. 225-230, 274-281 [in questo 


vol.: XVIII, pp. 314-327]. 
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le déplacement. a en sera la normale et Zo la différentielle de l'aire. On aura 
donc 


(4) 36 = f(A cos zx + B cos zy + C cos mz) do. 


3. Soient L, et L, deux courbes. Si on déplace L, jusqu'à ce qu'elle vienne 
coincider avec L,, méme en direction, L, décrira une surface X. J'appelle 
cette opération memer une surface par L, et L,. 

En suivant L, dans son mouvement, on peut déterminer pour tout point 
de la surface XZ des valeurs pour A, В, C. On peut supposer que le dépla- 
cement total soit résultant de déplacements infiniment petits. 


Appliquant à chaque déplacement infiniment petit la formule (4), on 
trouvera 


(s)  9/[L]|]— 9|[L]|— f(A cos nx + B cos ny + C cos nz) dE. 
di 


Articie 3. 


I. Il faut maintenant distinguer deux cas qui se présentent dans l'étude 
des fonctions des lignes. Soient L, et L, deux lignes qui ont un arc / commun. 
Si on doit parcourir / en directions contraires en supposant qu'il appartienne 
aux deux lignes, on pourra retrancher / et obtenir une courbe L, dont la direc- 
tion méme sera déterminée. On écrira 


Lekt: + L.. 
Le premier cas se présentera si l'égalité 
(6) | 9 |[L;] | = ® | [L] | + 9 |[L.] | 


est toujours réalisée. J'appelle dans un tel cas Ф une fonction du 1* degré. 

Le deuxiéme cas se présentera si l'égalité (6) n'est pas toujours vérifiée. 
Nous allons borner nos recherches aux fonctions du 1* degré. Supposons que 
deux lignes L, et L, se coupent dans un point M. Soient ds, , ds, les éléments 
linéaires des deux lignes en M. Posons 


9€;,[[L,M]|- X => .$,|[L,M]]|2Y. , %,|[L,,M]|=Z,, 
&jL.M]-X,  , EI MIN, , |L, M]| =Z, 
cos (ds. ,х)= w, ^, cos(ds,,y) = В. s cos (s, ,2) = Y:, 
cds (da, x) & a, 1 cos (4%, , y) = B, , cos (ds, , z) = Ya: 


On donne à tout point de l'arc Zs, un déplacement Zs,. Nous nous proposons 
de chercher quelle est la variation de Ф. Si on appelle cette variation à,, D, 
on aura 


8,, D = (X, а, + V, B, + Z, Ya) ds, ds, . 
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De méme la variation de @ correspondante au déplacement ds, des points de 
l'arc ds, sera donnée par 


d D — (X, a, + Y, B, + Z, Y) ds, dsa. 
Je nomme à le contour du parallélogramme dont les côtés sont ds, et ds,. 
Si Ф est du Ier degré, on aura 


— ó, P = 5,0 = Ф [A] | 


d'oü 

(7) o= X,a, + Y E, -Z, y + X, os БҮ, f + Z, yi 

Mais on peut écrire 
X,—wy,B,—f,C,-. so Via Cv 5002; By Auqa B. 
X, = Ya Bac , Te Gate ce => Z,= BA, — BY. 


Par suite Pégalite (7) pourra s'écrire 
(8) o= (А, — А.) (Bi va — Ba Y) + (В, — Ba) (ү: z, — Ya œ) 
+ (С=С (a, Bd Bi) 
d'ou 
(8') (A, — A,) cos zx + (B, — B,) cos zy + (C, — C.) cos nz = o, 
n étant la normale aux lignes L, , L, en M. 


2. Cela posé, prenons trois lignes L, , L, , L, qui se coupent en M, dont 
les tangentes en M sont paralléles aux axes coordonnées. On aura 


$,|[[L.,M]] 2C. , %@[L,,M]| = — Bz, 
€,[L,,M]| 2A, , ®|[L,,M]|=—C, 
Ф; |[1.,М = B, , $;[L,M]| = —A. 


L'égalité (8') appliquée aux couples de lignes (L, , LA, (L, , Lx) , (Lx, Ly) 
donne - 
A= A, , B, = В, , Cie б 
Nous posons 
Ay = А, =} a В, = В, = y , Cas a Cy à 
Soit L une ligne arbitraire qui passe par M. Supposons réalisées les égalités (3) 
et posons 
cos (L;x)= œ , co(L,y)-—B , ` cos (L ,s)= ү. 

En appliquant l'égalité (8) aux couples de lignes (L , L+), (L, Ls), (L, LA 
il est bien clair qu'on trouve 

(В Фу Ш mmm. 

(С — ғ) а — (А Py =o, 

(А — 2) В — (В +> Ф а = 0, 
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d'ou 
! A= А Lëns , = В +В |, = C+ kya 
Nous pouvons donc remplacer A,B,C par 5,4,» dans les équations (3). 
On en déduit le théoréme: 
Soit D une fonction du 1* degré des lignes, on peut déterminer pour tout 
point M de l'espace trois quantités p,q ,r telles que les conditions 
Ф. [L,M]| = ev —78, 
$,|[L, M]| = »x — рү, 
$;| [L, M]| = pB — ga 


soient remplies pour toute ligne qui passe par M. 


3. Par deux lignes L, , L, menons une surface X. On tire de l'égalité (5) 


(B) $|[L,] | — 9| [E] | = | (p cos nx + q cos ny + соз nz) dX. 
X 


Si L, en décroissant indéfiniment tend vers un point, on aura 


lim Ф | JE | o, 
d'ou 
(B') Ф | [L.] | =f cos nx + q cos ny + r cos zz) dE. 
X 


. Dans un tel cas L, est le contour de la surface X. Pour déterminer la direc- 
tion positive de z par rapport à L, imaginons, comme on fait en électrodyna- 
mique, L, personnifié par une poupée qui regarde la surface; # ira de la 
droite à la gauche. Supposons de nouveau que la surfzce X en décroissant 
tende vers un point M. On aura 


lim ee = p cos их + q cos ny + r cos zz, 


en prenant les valeurs 5, g ,.7 qui correspondent au point M. On appellera 
lim Ф | [L;] |/Z la dérivée de Ф par rapport a X et on la représentera par 40/45. 
Il est évident que le signe dont la dérivée est affectée n'est déterminé que 
lorsqu'on connaít la direction positive de la normale à la surface X. Prenons 
la derivée de Ф par rapport à une surface X normale à l'axe x en M; on aura 


аФ 
ar f 
De méme si YZ, et У, sont des surfaces normales aux axes y et z, on aura 
dO _ a. 
= Wa aun ANa 2 За 
C'est pourquoi on peut désigner 5,4,» par 
аф аф Е, 
d (y , 2) i: d(z,x) Š d(x,y)' 


et on peut les appeler les dérivées de D par rapport aux plans coordonnés. 
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4. À quelles conditions doivent satisfaire les trois dérivées 5,g,7? 
Conduisons une surface. с limitée раг un contour L. On aura 


9 | [L] | = Tp cos x + g cos ny + r cos nz) do. 
9 . 
Si l'on fait diminuer L jusqu'à devenir un point, o devient une surface fermée. 
D'ailleurs Ф | [L] | tend vers zéro. On aura donc, si с est une surface fermée, 


[Ф cos zx + q cos ny + 7 cos xz) do = o. 
ó` 


Soit S le volume limité par c, on aura, par une transformation bien connue, 


| (p соз nx + q cos ny + r cos nz) do = + [( +-)45 
G | $ š 


et en conséquence 
ò 9 2 
(С) SL. x =0. 


Réciproquement il est bien clair que si l'on suppose l'égalité (C) réalisée 

par 2,9,7, on peut trouver, dans toute portion de l'espace limitée par un 

seul contour où p, 9,7 n'ont pas de singularités, une fonction de 1* degré 

dont ó, g,r sont les dérivées prises par rapport aux plans coordonnées. 
Par les symboles introduits dans cet article on peut donc écrire 


1 ҮШҮ, ә . dd ә 20 
(C) ЖК v rore into oer mem dit Femenino e 
ArFTICLE 4: 


1. Proposons-nous la question de la transformation des dérivées 


аф аф аф 
4(у,2)  ' ` d(z,x) ? . d(x,y) 
раг le changement des coordonnées. 
Supposons que, par les équations 


д F= Ж Län Mel 1. MT (amu, o Eom (Eom n 


on établisse une correspondance continue et univoque entre deux espaces 
limités ou illimités. À chaque ligne L du premier espace (x, у, z) correspond 
une ligne A dans l'autre (Ё, a, ©). Par suite à une fonction Ф | [L]| de 1* degré 
dans l'espace (x,y,z) correspond une fonction Ф |[A]| de те degré dans 
l'autre (E, 7, C). П faut chercher les relations qui ont lieu entre 


Б... d$ РЕИС. 
R= où ЛС e LT 2409 
et 
dà dà dd 


do, rm queo n «ууз! 
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À cet effet prenons une surface S limitée par L et la surface correspondante > 
dans l'autre espace qui sera limitée par A. Individualisons les points de la 
surface par deux paramètres z,v. On aura 


Ф [L|| = fiż cos (zz) + g cos (ny) + > cos (#2)] dS. 
Sr 


Posons (9 
E 82 B, s Br MN 
d (y ,2) du ' дш d (2 , x) du ' Ww d (x ,y) du ? до 
d(u,v) ` |Əs 22 j d(u,v) ` х. ox |. d d (u, v) ` dy. ду 
ди? Ww ди ' dv ди? w 


On trouvera 


O | [L]] [|2 20-2 + q SED. er ру uae. 
Soit | 
ë= E F 2 К” ée 
x= p TCD T TES tau 
e—bq tta 0 


L'équation (B”) peut s'écrire 


a Wi d(t, d (Ё ,. 
S 


d (u, v). d (u, v) d (u,v) du dv. 


Mais on a 


9 | IL] | = 9 |[A] |; 
par suite, si v est normale à 2, on aura 
$ | [A] = f ( ë cos (VE) + x cos (ул) + e cos (9) ) dE, 
š 


d'oü 
dae dO ` аф 


Sag PN Xm Ae ono BEI ` 


Voilà donc les relations qu'on cherchait: 


аф TA db  d(y,z) 2 db 4(2, х) T db d(x,y) 
dia, d(y,z) dX) ` d(s,x) dm, ` d(x.») d(n,0) ? 

(D) аф zT d  d(y,z) Y db d(z,x) ж dëi ` d (x , y) 
d(Ç,E) ` d(y,z) d(Ç,&) ` d(s,x) 46,5 ` d(x,y) 46,9" 

аф ab d(y,2) аФ dlez) do  d(x,y) 


— 


2.9) ^ dy) dE) ` d(s,3) dE) ! d(2,3) dom) ` 


(4) Dans ce mémoire nous représenterons toujours le déterminant fonctionel des va- 
riables Ọr , gn, ф, par rapport à Ze, fannen Eu раг d(@r, Qa, s, Ф,)/4 (3x zo ,: o 2n) 
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Article 5. 
1. On sait qu'en posant 
dà _ dò ` dd 
P fo sent Оа Ee 


on a 


dë eg M os 
Dal PAU can 


Il sera donc possible de trouver deux fonctions À , и par les conditions 


dO.) __ du) _ dasu) _ 
(9) 2s c P oos qur EL с: n 


À cet effet il suffit d'employer la méthode donnée par JACOBI dans la théorie ` 
du multiplicateur. On prend џ de sorte que 


ди. eu eu 
PT. 4t; 
et puis | 

I 


[os s — qd) 4. F (ш), 


as) 


F étant une fonction arbitraire. (Voir JACOBI, Vorlesungen über Dynamik, 
Gesammelte Werke, Supplementband, page 78). Si on prend des variables 
č, h, C au lieu de x,y,z, on trouvera 


dp. 4(%,ш) dyz) | du) dix) | аш) абу) _ Ô 
209,9) 40,2 40,0) de A d(n,0 ^ TEH d(q,U) ^ 
De même 
d.n) i р ACT MENU 33 
SE EL 705.0, LES PT IU 


On en déduit que les relations entre А, ш et les dérivées de Ф ne changent 
pas par un changement de variables. 


2. Sur une surface c prenons les coordonnées curvilignes 4, о. Soit 
ds? = Edu’ + 2 Fdudu + Gd le carré de l'élément linéaire. On aura 


do I d 
— = p cos zz + g cos ny + r cos nz = ————— 40V). 
do b 7 У ЕС — F? d (u,v) 


Il est évident que sur une surface où à = const. on a d®D/ds = o. 


3. Posons 
ou `` ди … au 
а Р" 65 < M6 
on aura 
9c — 96 ` da дє 86 да 
"Ame Xov fig, doy ap Sk cd. BRE A 
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Soit Т, le contour d'une surface в, on peut écrire 


D |[L] | = f (p cos zz + g cos ny + r cos яг) do, 


d'oü, par le théoréme de STOKES, 


(E) © |[L]] = f adx + бду + cdz) = Í à d'u. 
L 


L 


CAPITRE II. 
Liaison d’isogénéité. 
Arttéte t, 


1. Pour généraliser la théorie ordinaire des fonctions monogènes aux 
espaces à trois dimensions, supposons que nous ayons deux variables imagi- 
naires qui soient des fonctions de 1° degré des lignes de l'espace. Nous 
allons établir une condition tout à fait semblable à la condition de monogénéité. 
À cet effet soient Е et Ф les valeurs des deux fonctions correspondantes à une 
ligne L. Déformons un arc AB de L et désignons par AF et АФ les varia- 
tions de F et de ®. Si en diminuant indéfiniment la déformation et la dis- 
tance entre B et le point fixe A, le rapport AF/A@ tend vers une limite 
qui dépend seulement du point A, on dira que les deux variables ont une 
liaison d'isogénéité, ou qu'elles sont isogènes. 

П est bien clair que si Ф еї У ont une liaison d'isogénéité avec Е, D et 
Y^ sont isogénes. 


2. Il faut chercher maintenant les propriétés qu'on peut déduire de la 
définition qu'on a posée. 

Les relations qu'on va trouver sont tout à fait semblables à celles qu'on 
a dans le cas de deux variables imaginaires liées par la condition ordinaire de 
monogénéité. On trouvera méme une relation différentielle qui est analogue 
à l'équation différentielle A, — o. Je vais rappeler en peu de mots la méthode 
qu'on peut suivre dans le cas ordinaire, pour trouver ces relations, pour en 
montrer l'analogie avec la marche que je suivrai dans le cas des fonctions 
des lignes. | 

Soient f et o deux variables imaginaires fonctions des points d'une sur- 
face. On supposera les points de cette surface rapportés à des coordonnées 
curvilignes z et v. Décomposons f et ф dans leurs parties réelles et imaginaires. 
On aura 


£f чу; , Ф = Ф, + ipa. 
Posons 
2f af af. af 
ou Ê: , 22 =g; , p" = Ë. , p T2) 
dQ: RUNI. дф» дф» чү" за дф» 
du | À Я туген A dy ` ^ 
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En prenant les dérivées de f et de o dans une direction quelconque s on aura 
d š d SRK 
x SS (4. ip.) == Se (z. + iga) S= , 


2ф К TOR. А до 
ds "E (ë, + 16a) ба? Sr o DA te, 
Si maintenant ф est une fonction monogène de f, le rapport 


eu à д0 
3s o (xx + 2x2) us 


je au (буу + 262) 


os ' d 


Sf ëng ilc 
(£x + ipa) = + (2: + бта) 55, 
doit être indépendant de la direction s. On en déduit 


б: + 2602 bet X: + 202 1 


— 


Pr + ip2 фі 4 iQ 


On tire de là par des calculs bien simples 


Le o (21 + 22) X: — (210: + Da 92) л 
(2%) ls f2 Q1 — Ó: 92 

Z n) a (gi + 92) Gi — (2:91 + Рг 9) Y ° 

БК, B2 1 — Ó: 92 


En posant pour abréger 


x | SL 2;— Es; , diis. Dale == Ge , g + = ы? 
G» | Шет bz q u= D, 


on aura 
|, TEE 1 
(АЈ) | i E22 Ф: — Ez xa 
le E iso) sve : not 


De méme on trouve 


| Ф, = — e ' 


* 


А.) Er jte Е. г A 


E 


Les quantités &,, y, satisfont à la condition 


c'est pourquoi on aura 


d E22 61 — Ei? Xa 
* PANE 
(5 ) ди | 


c'est à dire 


— ,[.—_Q<QN.—— u rs 


— c r .u,.s. s, 5Ə,] n.-—JƏ$] Ñ—>Ú1DhO  oə °-.,.sÜÜ2Ñ7-.- -.,0 — | —................................ = 


(C) 5 
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Cette équation est la condition A, Ф, = o. De méme on trouve 


c'est à dire A, Ф, = o. i 

Il est bien facile de démontrer que, si q, est une fonction qui satisfait 
à l'équation (C*), on peut toujours déterminer une fonction ọ,, telle que 
Ф. + 29, soit une fonction monogene de f,4- ifa. 

Les coefficients E,,, E,,, E,, sont en général des fonctions de z et v, 
mais il est toujours possible, par un changement des coordonnées z, v, 
de rendre ces coefficients constants. En particulier on peut ramener l'équa- 


š à А 2? 
tion (C*) à T + = 


la forme 


3. Passons maintenant aux calculs analogues pour les deux variables 
imaginaires F et Ф qui ont une liaison d'isogénéité. 

A cet effet décomposons F et dans leurs parties réelles et imaginaires. 
On aura 


САР р WEM IMs TL. E 
Posons 
dF: dF: NES le 
An a id D. ты, dile SJ s 
dFa | dE, | PINS 
dun. PU dup 4 D. г t 
dà; g dé; SES i 
ET gn 10e PERT: (0377 du 
д qd. du. … 
ZU. TY < MT к ууу C 


Pour réaliser la condition de monogénéité, il faut que le rapport 


d , dF ` (@1 + 25) cos 2x + (yx + 2x2) cos ny + (px + 2р2) cos nz 
do ` de (фр: + ifa) cos nx + (9: + 192) cos ny + (rx + 272) cos nz 
soit indépendant de la direction z. C'est pourquoi il faut poser 
бут Ôx + 202 2 Wé X: + 42 KM ex -- 702 
KSC g: + 202 Fidi! 
d’où 
g: @,— 7, ©„ = Pi Xs— fs Te , 7, Gi + 9: ©» = р, Xx: + Ó: Хг › 
(1) Ут Xx — Va Xa = Ф: Or 4 02 , Ya Xx + Z, Xa = 403 + ër Pas 
P:0er— 2 g; em FL, = © , Pa e: + Ó: Pa = 7; 94 + 7: O; . 


4. En résolvant ces 


~ 


équations par 
_ PF PD ж. — (ó: qi Da go) Ör 


rapport à б, s 425092, ОП trouve 
€ (GrH 25 Bic (ó: ebe Para) Gr 


à, cr 
dur a Qx — Ó: Qa ra Di — fari 
(2) (xy, (gi + 03) ex — (qx z: + 92 72) X: e AA ORAN 0) Ф: — (91 Pr + qa Pa) Xx 


ları — qr? ` 


$24: — Qa Pr 


(ri + 73) X, — (z: g: + Fa Ga) pr 


== — yn uyY .-.—— n a“ ——n" F  — —— ———Y P 


(77 + 75) Ө: — (ri Dr + Fa pa) px 


= ——————————————————— 
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. Posons pour abréger 

PocbhEeES 4 DRE | bre ES 

| qir. Tq r= Ез = Ba - > SÉ Fr;p;= Es = ЕЁ, 
sud bigi aq, Ba = Ел, 


| Qf; — dt = D; , yp, oy putas , 2.9: — Р. 9. = D,, 


on aura 
( | E,,D,--E, D, Ен О-о; 
(4) | ^ E,; D, + Ei; D. + Ei Dj — 0, 
VEDD FELD; FEJD %0] 
О == Е. К E \ DID е AALE BM 
(4) Di—E,E,—E;, (4) D. D —E,E,—E,E,, 


D; E Е. = Bi 


12 ) 


DD. = E, E, — E, E,,- 


Substituons les valeurs.(3) dans les formules (2), on trouvera 


E Err X, — Bas бэт ber Ет: р: — Er KE 
TON D; ; Da 4 
£P E22 ртт E23 POE NINE Ез» 61 — E: Ké 
Хг dr: D: GE D; , 
As Gr TA | E33 y, — E32 pr 
PEOR DIAM дыз» R. DA Oz 
En employant les équations (4) on pourra écrire 
ga Ex2 01 —E:3 Кеб E:;6: — Ei: pio E:: X; — Erz Ôï 
à | Mos D: ae ; р, TM D; г 
E22 p: — E23 X E23 ©: — Ел рі E x, — E Oo 
(A) 4 Ja = "poe + =" M w RR E. = scie ee, 
| ger? E32 pı — E33 NITE. E33 Ör — Es: Pr Im Ea: X; — E32 бэт Е 
тутп H wë D; (y ТТ 
On а de méme j 
Í di 25 Er Хг — E:2 R2 ^ Ез: ра тз ©? pi E:2 бг — Ext Xa 
| Y D: dës D: ch D; } 
, Pha E23 X2 — 1*2» P2 Er Pat E23 б›ә E22 ёг — E21 x2 
(A) uerge, ën, éd Ет 
| «ii Езз Жа E32 PAS Ea: or Ea; Ga Wi E32 Q2 — Es: X2 : 


bad. LES D; D; 
On déduit des égalités (A > 
lD; = E,X,—E.ip; 
y; D, = E; р, — E46, , 


e: D, 5 ES aer E , 
d'oü 


(B; Dë + D, x: + D; p, =o. 
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De méme on a 
(B,) D, à, + D, y, + Dip. = o. 


5. On a démontré (voir Chap. I, article 3) que les quantités à, , y,, 0. , 
Q,, X2 › Ф doivent remplir les conditions 


дут 9p: Ps 22 992 2р» Mi 3 
dx AC 7 0 , ck + =; 


on aura donc d'aprës (A,) 


96: 


ex 


2 Е; pz E:3 x: \ o í E23 Ф: — Ez: Hr d Es: Xi = E32 бт KI 
(5) sl D; bt D. Lh re ó 

Par les égalités (A,) on voit que cette équation peut s'écrire d'autres façons 
équivalentes. De méme les quantités &, , Xə, pa doivent satisfaire à une 
équation analogue à l'équation (5). 


L'équation (5) peut s'écrire, par les symboles du premier chapitre, 


аФ; dv: аФ; do; 
9 (Es "TRES SCH UT E ТГУ ze.) 
9y 


(O) ER р; D; 
аФ, dd. 
A ә [ Ёз d (2,2) Тее d(y,2) | 8 
92 Ds "x 


et Ф, remplira la méme condition. On peut donc énoncer la proposition: 

Si D et F ont une liaison d'isogénéité, en décomposant D en ses parties 
réelle et imaginaire, on trouve deux fonctions qui remplissent les mémes condi- 
Hons. Ces conditions sont les suivantes 


аФ dY аФ 
(D) Р. {угу T 0200) rag.) 0 
аФ dv аФ аФ 
3 Е;2 "(CP ДЫ E; 3 dE. i E E23 46,9 ` E: 46,9 
(C) dx \ ` D; a TON TE I D; 
аФ E аФ 
9 el (2. D) 32 d(y,z) 
T HI D; 9 

Réciproquement: 


Si V est une fonction réelle des lignes qui remplit les conditions (D), (C) 
on peut déterminer une fonction réelle P des lignes, telle que Ф + iP et F 
soient isogènes. 

En effet, en vertu de l'égalité (C) on pourra poser 


аФ аФ 
dP Ез ту) mEn d(z,x). 
d (y ,2) kx D: 
dE dE 
dP 23 2(у, 2) ” dir, 7) 
d (2 , x) D. 
dF dE 
dP Ен 03у 30. 
WU. D; 
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On tire de là, en vertu de l'é équation (D), 


dv a ROT. dP DE ү dP аФ +i dP 
d (Yy, 2) d (3.8) а, 2 CITE) 3. 19K d). dU). 
f: + pe "N q: + 192 7: 4r ` 


par conséquent le rapport 
LUS bue d M m La As 
d (y ,z) d (2,2) d(x,y) 
kh Ee pen PAS, c eh 
40,977 dum) "7 dis 
est indépendant de la direction z, A étant égal à V + z P. 
| Gi Q FD: 


` 


On voit donc que la théorie que nous vénons d'exposer est liée à celle 
des équations (D) et (C), de méme que la théorie ordinaire se rapporte à celle 
de l'équation A, = o. 


6. Soit maintenant ®, une fonction des lignes du 1* degré telle que la 
condition (D) soit réalisée. | 

Supposons qu'on ne sache pas si elle remplit la condition (C). Quelles 
sont les formules des paragraphes précédents qu'on pourra toujours conserver? 
Posons 

dà; ei dà, d, 
d OQ 9 Rui UE RSS o ое Bal va ^ 

Il est bien clair que toutes les formules des SŠ 3 et 4 peuvent étre conservées. 
П faut remarquer seulement qu'on ne saura pas si les quantités &, , Xa , р. qui 
se trouvent dans ces formules sont les dérivées d'une fonction des lignes prises 
par rapport aux plans coordonnées. Si, au contraire la condition (C) est rem- 
plie, alors seulement la condition de l'intégrabilité 


$02 +2 de 

dz T 

sera remplie aussi, et par suite &,, y, „р, seront les dérivées d'une fonction 
Ф, telle que Ф, + Ф, et F aient une liaison d'isogénéité. Nous allons employer 
cette remarque dans les articles suivants. 


Article 2. 


1. Dans la théorie des fonctions d'une variable imaginaire il y a.deux 
paramètres différentiels du premier ordre qui jouent un rôle bien important. 
Si on se rapporte aux notations du Š 2, article 1°, les deux paramètres 


sont les suivants 
Ai GI —2 Er йй a + Ei (S) 


eu ER до 
À, T, a барате 1 , 


Р 20 F 20 aV GC) 
— Eeler RUE x] En -y 
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Les propriétés de ces paramètres sont bien connues. En supposant, comme 
dans le $ 2, article І, que o, Lia, soit une fonction monogëne de f, + tfa 
on a Va | 


À, Dr = ^, D . 
Il est aussi bien connu que le problème suivant du calcul des variations 
— déterminer la fonction V, dont les valeurs sont connues au contour du champ 


с, en sorte que І = уч Í D A, du dv soit minimum - conduit à l'équation 
G 


A. T =o 


lorsque le problème peut se résoudre par une fonction Y finie dont les déri- 
vées secondes sont intégrables. 


2. Nous allons examiner deux paramètres différentiels qui dans notre 
théorie jouent le rôle des paramètres différentiels du те ordre dans la théorie 
ordinaire. А cet effet supposons que les deux fonctions réelles Ф, , Ф, remplis- 
sent les conditions 


d$; do; d Ф, 
(6) WUERMER © 
аф! dO: d _ 
(6) EE CN ЯР * Z(2 ; 8) + TAX V). ` 
Posons 
ҮЙДӨН" ROE |. аф 
d(y,2) D mo d (z , x) = Да $ 4,» ` Ern 
Li. ШИ a 790 EC 
dO) D ANS CUNG MAURO Pr 


En vertu de ce qu'on vient de dire à la fin de l'article précédent, on 
pourra écrire toutes les formules des $$ 3 et 4 et méme celles qu'on obtient 
de ces formules en posant un suffixe aux lettres à,,3.,0,, 9, Te, P2- 
Posons 


s аА AR 
Ho, o; x (D AN 
Nous aurons par les formules CA 
(E) H = (D: E,60,6, + D By: Xe X: + D; En рр. } 


I 5 Nu А ; 
T REID СО: E,, à, à, + D, E,, x, Xa + D, Ex 02 Pa }- 
On tire de là 


H Alps farda sae Set) 
x [X151 D2 | gx, dän Ds |i, Xx 

- U. ML X o LL. I. ser 
D: ixis pi] Dalo @ [| Da lã 
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Par suite on trouve 


(E") s 3D.D.D; (D, Е,, (0, yi +04 x) + D Ez (6, р: ё: pr) +D 3 Es (у, ë; +X: EN 


ID, Eu, (0232 + елу) + D, E22 (ë, pa + ë; р„) + D, E33 (у„ ë; + Ха %,)} 


T ТОБІ 
_ Eos gx e; — Eos (р: x; + 30) + E33 X1 ZL "а E33 Or à, A (ó: A + e: G|) + E:r pr er 
wd р р; 

Е ya X! — Е. (4x @! + ôx x!) + Eas, 0; __ Eo p2 p, -— Eos (P2 Xa + Дер) + bat Xa 
a Oo n a р; 
— Еззёз ё, Ез (д ө; + pa 6r) + Eni р р, — Eno x; — En Qo Š; + @a 32) + Ез de à, 
д D D; 


2 
_ (ol =x XD (g: ex — 7330) + (92 P; — 72 Xi) (ga p: — 72 Xa) 
„d Acer Dr nme ENARE A ET 

(ri @! — pr р!) (ri ài — дір) + (72 ©, — Da pi) (ra ©: — > ex) 
acr DIRE NU EST RU TE 2 Ñ 

D; | 

(p: yl —41 Œ") (Ar y: — g: 91) + (Da X1 — 2 91) (Pe X: — 92 ©з) 
cmd 2 
3 


(qx eh — 7x x!) (91 ga — 71 Хг) + (92 6; — 7° 32) (92 92 — Ta X2) 
жел A TE E" 2 ç 
D, 
(rs ©! = fx 92) (rz ба — Ó: ро) + (72 ©» — Da рз) (Za a — #2 ра) 
= УО W O SANE S T T ; 


Lë Xa — 41 9) (Pr уз — ?: Ga) + (22 X, — 22 9) (Рә X2 — 92602) ` 
D; | 


En employant les symboles introduits dans le 1* chapitre on pourra écrire 


db. dd! dd _ dO! 
Haal" pr | Ees Zen uu een dus) t 


m dà; dë d) | 
T d(,x) 7.3) FES d(z,x) d(z,x) |= Dd 


3. Posons maintenant Ф; = Ф, et remplacons H par O$,. On trouvera 


Q2 , Хг 
Gr, Z: 


Pa > г 
Pr, Or 


I 


(F) Oo, = p; 


e PO 
D: 


I 


D; 


Хг » P2 
Xa 5 Pr 


( D, Ez у ep D, Ex + D, Е. e; ) 


I 
VU. ЮГО; 


"m dtum D Ea, © & + D. E, x, + D; E, pj 


== — DP D; D; p; D: Eu x: i + Da Ёш р, ë, + D, E, ё OQ, € j 


zum 576 D; p; p, Р: Ei: Xe Pa + D, Ez р, ë, + D, Ej, ё, о) 


_ Engi—2EnP! yibEs 4; Es õi — 2 Es @r pr Eu pi En у; — 2 Er Xr @r + Ea í 


р? Wi D; m D: 


2 
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E22 р> — 2 E23 02 X2- E33 n Езз &; — 2 E31 @2 P2 TEa e; E: х SEDIS. Er2X2 Ф: + E22 à 


[у D: "m D: D? 
(gx gx 71 xx)? + (42 рі —7» Xx)? __ (Fx — fx pr) (7 ©: — pa рт)? 
DT TEE “ШШ IET NS Pa Dr . T. 
_ (Ó: xx — gr ài 4+(P2 Xx — d» «1 (gr рә — 7x X2Y + (Q2 pe — 72 Җа)? 
ge TP OM D m: Di 


— (r: Ge — ó: pay" + (72 ӧз — Da ра)? __ (ó: Xa — qx ©з)°--( De X° — ga Әз)? 


Il est évident, par les derniéres formules, que Os, est une quantité posi- 


tive. 
A l'aide des symboles du premier chapitre on peut écrire 


E [ аФ: ү 2E zà: d; de | аФ: y 
P M d(x,y) dis, Là sop ead 


i5. | D? 


4. Il faut démontrer maintenant que H et Ө ne changent pas par un 
changement de variables. Soient x, y,z les nouvelles variables. Désignons 
les quantités relatives aux nouvelles variables par les mémes lettres qui dé- 
signent les quantités analogues qui ont rapport aux variables x, y, z, en 
plaçant un trait horizontal au dessus de chaque lettre. Des formules trouvées 
dans le 1* chapitre, article 4, on déduira par un calcul trés simple 


( = = #(®,У›®) fD 
aur kasa + D) 


D. = Z0: 52) (p 
(7) D.— ee TD; 2 


MC CIE LT RE dr ду EA 
Beeler Dess + Danh) 


De méme en posant 
M, = y. р; — р. X: , M, = р, à, — ©» Pr Е M, = à, X: — X2 Öz, 
A, -— 7, By Eu Xu A, = р, б, — à, р, , Аз = @; y. = X,,9,,; 


on trouvera 


uu dx, dr ду dë 
M. riu Ма rel, 


M= дуу (Mey t Mey +M: 37); 
А, = ЖЕ) (А, 35 + А, E 
SZ TT (^. MN WC А, x) 
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Par suite, en vertu des relations (Е) on aura 


dr ey 92 
ды M. EET МДЕ AEL ЕА 
deel: "7 Sch dr ду W Xi Т 
Ser side ta л 
dx a д2 
ia о беру д, СЕ Ha; 
pc under EE eem EN EL 
"Ted et : 


C. Q. F. D. 


5. Si Ф, et Ф; remplissent la condition (C) on peut déterminer Ф,, Ф, 
de manière que Ф, + 70, , Ф, + ob. F aient une liaison d'isogénéité. On а, 
lorsque ce cas se présente, 


Ho, Ф, = Нов > Н, = — Но, ф,. 
Ө», = Ө», 
Aqtiele;3. 


1. On tire des formules (7) 


hoa flou uo dx, 
(8) D, dx + D, dy + D, dz = 25775 (D, dx + D, dy + D, dz). 


Cette égalité démontre que si l'équation 
(9) D, dx + D,dy + 0,4 = o 


est intégrable, cette propriété se maintient aprés le changement des variables. 
Nous nous proposons d'examiner dans cet article le cas général. Nous 
examinerons dans l'article suivant le cas qui se présente si l'équation (9) 
est intégrable. 
2. Supposons réalisées les conditions (6) et (6) du те paragraphe de 
l'article précédent. Posons les équations différentielles 


| ECH дф: дф: ту 99 092 ` pe 
E Zë rg + E; y =k E, D, — ду + D, PRÉ ep kô, , 
d I c e 2 d 2 
(10) (Е. + Eu KS +Е, р, ж.р, 3 = д, 


2фт GP dës дф» E Ae 

E E, Эх + Es y TE, Эг ый DA. Жы ED: 9 Rp: ; 

k étant une fonction que nous laisserons indéterminée. Il est bien clair (voir 
form. (4) et (B,)) que la troisième équation est une conséquence des deux 
premières. Bornons-nous à examiner une portion T de l’espace où, si 2, ô, , 
Yi» 61, Sont des fonctions monodromes finies et continues, méme les inté- 
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grales q, et 9, des équations (10) jouissent de ces propriétés. On déduit des 
formules (10), par les formules (A), (4), (4) 


i 2 d 892 2 d з 
D II A + E, A +E, —D, < i + D, $ = #0, 


Go) — (E.G +E, HE 5—0, + D, SË: = ka, 


» E; ex 22 gy 23 92 3 dr © de 
LA Lg 99: e: °g: 
| Ез, + Es == dy + Ea; ~ D, s> RD. 


3. Si on remplace les variables x, у, 2 par х,у, z et que l'on suppose 


v S d Sa 
WEE 


on trouve que les fonctions Ф, et Фф, sont liées aux quantités Ó, , y, Pr» 


&,, Xe » P2» par des équations analogues aux équations (10), (10). 


4. À quelles conditions doivent satisfaire p, et Ф, ? Posons 


E. 2 I EH SCH GH дф» d 992 
T (9,9) = |z (E ІІ Kg TES + Е, == Эв + D, oz D, 2e) | 


z 


if don Qr dpr дф» dë K 
EN e cow Zu E Beer 
k (E.. o£ n E; y + Es дг + D, ду D, ox j 


d I do: dx °g: e TOC 992 
+ $7 (E 21 3. T ÉE, + Eau + D, D, di 


d 
T» 


Éliminant &,, y,, p, entre les équations (10) on trouve 
(G) Гбр: Фу, О. 


Réciproquement, si la condition (С) est vérifiée, les quantités à, , y. , р, 
remplissent les conditions du 1% paragraphe de l'article précédent. 


5. Supposons maintenant que les équations (Io), (10) soient véri- 
fiées par les fonctions q,, $, en remplaçant à droite à, , y, , 9, , 9, » Xe » Pa par 
$,,3,, Pr» O, X, P, En employant les formules (Е) on trouve par un 
calcul trés simple — ` 


I ë WE 2 ә , дф: ~r de GP , 
(11) E 3r хг + 2 e) + (> ô; 3y x:+- дг e. 


Évaluons fa ЁН dS en supposant que le champ S de l'intégration soit compris 


dans la région T. Nous aurons 


I. pi Esos a+ y; 59 0.) + (2= ө, + Ex + Z ру) | dS 


les GL Et, Z d E ары Gan las. 
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Appliquons aux derniéres intégrales le procédé de l'intégration par parties. 
Supposant que S soit limité par la surface c et que z soit la normale à с dirigée 
au dehors de S, on aura 


fæ dS mfi ae + goen H pi me) + ома. |88 
$ 


= 


do 


a |+ [+ al 572) а5 = Í le (@, cos zz +) cos тур, cos n2)-- 9: => 


e CR z » E 


Cette formule peut s'écrire 


(I) Ген Js i fiel (бе e. Dn Exp —Ers x COS NX 4- —€— COS N Y 
2 
+ TU VUA COS nz) n E. ad ell D: x) „>. ду | E ) 


d Ea: x: Les Езә бї Lor , (s E: pr — E: pk: E23 Q: — Ezr Pr 
си dS = | { Ф, WE HE A ER Ce 008 my 
с 


4 TIE UE cos nz ) + 9; S 40; (ds 
3 


Е; = UP Жыз Xx ( Ез à бух — Ea: e: E; ALT E32 ô =) 
ek, SE dune mad 4 o aA AMD 43 Ale le 


La formule qu'on vient de trouver est tout à fait analogue à la formule de GREEN. 
Prenons Ф, = d. On trouvera H = Ө et 


(K) арга = fi Q- (@, cos x + y, COS ny + p, cos zz) + ç, 4 


6. Cherchons ce que deviennent les formules qu'on vient de trouver, 
lorsque les fonctions ®, et ® remplissent la condition (C). On aura lorsque 
ce cas se présente 


б. 49 =. db, Bes Di 
dos ' ^74» РЕ Ду 
à dO, Ae. A "ES. AK 
a d a ? Fale cC M dE»)! 
дб›» 9x2 до» куа А 36! y, до, "ei 
(12) dr * ду т glat, (12) dr t Баа 
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Par suite 
d» vj Las e = (o + o ido = [t + œ, e de, 
(K) ү kO d$ = Jte TE Wwe e, 2) ав. 


Nous allons donner tout de suite une application de la dernière formule en 
démontrant le théorème suivant: 

Supposons que D = Ф, + iD, et F soient isogènes et que D soit sans sin- 
gularités en S. Si on connaît les valeurs de Ф, + iO, pour les lignes de la 
surface o, cette fonction est déterminée pour toutes les lignes du champ S. 

En effet soient Ф’ et Ф” deux fonctions qui remplissent les conditions 
posées pour Ф. Posons 


D’ ЖУ Фф” кын Фф” Ka Ф” + i$. 
On aura 
Pas us. a! 


NT , Б.У 


C'est pourquoi (form. (K')) 
[ 49.28 = O; 


Š 


& est arbitraire, par suite, on peut supposer qu'il soit positif, Ө est toujours 
positif. 
Il faut donc qu'on ait 
Өг” = O, 
d'oà 
Q oi 


1 


CE RE 


7. Supposons que 6, vérifie l'égalité (C), on aura l'équation (12) et par 
suite en éliminant &,,%,,e. entre les équations (Io) on trouve que les 
fonctions Ф,, o, doivent vérifier les équations différentielles 


(G) y (Ф, , 9.) = O, (G^ r (9,, — Pi) sd À 
Réciproquement si 9,, Ф, remplissent les conditions (С), (G) les quantités 
Os s Xr s Pr» Das 4,, p, Obtenues par les équations (10), (10) satisfont aux 
équations 


déi d e 2с; 2 
Or ip: Ké de ©рт dO š $ dh e + n E 


Cela posé nous allons démontrer que les reine (G), (С) dépendent 
d'un problšme du calcul des variations. 

On obtiendra aisément par ce qui précëde l'expression de H et de @ 
par les fonctions Фф,, Ф,, 9,, q,. Nous désignons ces expressions par 


Н (Pi, pa, P, Фф), Ө (Pí > Pa): 
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Laissons les fonctions 9, , 9, , 9, , 9, tout à fait arbitraires. On pourra écrire 


O (o, + 4. » Ф, + j) = Ө (9,92) + 2H (P: > pe; Yr» $2) + © (ç, > 2) 


et par suite 


(40 (e. + Y: » Pa + 9245 
S 


= [40 (v. 9.) dS + ене... Yar 4948 + (40 Qu, 4248. 
s s : 5 


Supposons maintenant Q, = о, y, = o sur la surface с qui forme la 
limite de S. Par le procédé de l'intégration par parties, on peut écrire 


(13) Jens, Y; Y) dS => [I.T (09 + T (02, — Ф145 
S 5 


d'ou 


(14) z|[49 @ + t, 9. +94)dS 
S 


Ge + [4 (9. Pa) ZS + + fzo (Q, , 4.) dS — (4. Г (ф,, Pa) +J, T (9, — P] ZS. 
S S S 


Soit £ une quantité toujours affectée du méme signe. Proposons-nous le 
probléme: 

Etant données les valeurs de ©, et ©, sur la surface с, déterminer ces 
fonctions de sorte que l'intégrale 


ï [e (9, , 9) dS 
s 


soit maximum ou minimum. 
Pour résoudre cette question, employons la formule (14). Il faudra 


prendre 
I (9,,9,) => , Г (p2, — 9) = o 


et I sera maximum si Å est négatif, minimum si # est positif. 


8. Si les fonctions o, et o, sont assujetties aux équations (G), (С) et 
qu'on en donne les valeurs sur с, est-ce que les fonctions Ф, , Ф, seront déter- 
minées? Il est bien aisé de démontrer qu'elles seront déterminées pour toutes 
les lignes fermées qui peuvent se réduire à un point par déformation continue, 
sans sortir de la région S. Mais si le champ S n'est pas simplement connexe, 
il y а aussi des groupes de lignes fermées qui ne peuvent pas se réduire 
à un point sans sortir de la région S. Les valeurs des fonctions Ф, et Ф, pour 
les lignes de ces groupes renferment une constante arbitraire. Pour dé- 
montrer cette proposition il suffit de prouver que les conditions données 
suffisent pour déterminer ®,, Xr, P: ; ©„, Xa, P2- En effet supposons que 
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les conditions énoncées soient remplies par les fonctions ф,, et @„ de même 
que par les fonctions $, et e, En posant 9,— 9, = 9, , 9, — Ф, = Ф,, 
on aura Die, , 9) = o, Г(ф,, — 9, ) = o et sur la surface o, ф, = 9; = o. 


En employant la formule (13) oü l'on doit supposer 


9,7149, > Ф=ф=ф,, 

on trouve donc 

[ 40 dS = o 

$ 
et par suite 

Ө = o. 
C. Q. F. D. 
Article 4. 


1. Examinons maintenant le cas qui se présente lorsque l'équation (9) 
est intégrable (9. On pourra poser 


D, dx + D,dy + D, dz = Ady. 


Il est aisé de démontrer que dans ce cas on peut satisfaire aux équa- 
tions (IO) en prenant ç, = O, =). En effet ces équations deviennent 


CAC DE du, gl __ d (u, el ` 
(15) aM Mu e EN te et Ee 
Mais on a 


D, ë, +D.yx, + р, е, =o, 
c'est-à-dire 


ou . 2 
I ë +3 X: p. = o; 


on peut donc (voir chapitre I, article 5) satisfaire aux équations (15). On 
voit aisément que y et ф„ ne changent pas en changeant les variables x, у, z, 
De méme on peut prendre o, = о et l'on peut écrire 


(15) dup) _ à dup) _ „' d (u, p) _ 


d(y,z). . P 3 AEI 19 74 4 d (x , y) 1° 


2. Qu'est-ce que deviennent les équations (11), (D, (K) de l'article 
précédent? On trouve 


(16) HIE SE Bot Zi 2 eJ 


(5) C'est dans ce cas seulement qu'on pourra rendre constants les coefficients 
Eur , Ётгә,*,*› Ex3, D: , D2 , D4 par un changement des variables. (Voir $ 1, article 3). 
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(L) | / AH dS 


= Sdt? (@, cos nx + x, cos ny + р, cos de | Plaz e Z di ZZ we 


Z 


= v] g; (@, cos zz + y, cos ту + p, cos nz) do — d BE + x + 2 jas. 


(M) | T 48948 ` 


= fo. (©, cos zx + y, cos му + p, cos zz) do Е t 2 2 2" Jas. 
ү $ 


Si la condition (C) est réalisée, еч nous remplacons ¥ par Ф, et Ф on a 


(L) Í AHe, 0:45 — Ja р, & 


(M^) / As, 2S = j e, 


do, 


Ф. 25 


y 


3. Dans le cas qui se présente si Ф, remplit la condition (C), il y a aussi 
d'autres formules que nous allons trouver. 
En effet si l'on a 


on peut satisfaire aux équations (10), (10) en prenant g, =o , £ = А. 
On a 


dr 2 дф: A5 d(p,u) _ À 
En ox + Е, = KR E; GEN CSS A6, , d(y, z) = о), 
pr ja d (91,4) PA 
E,, x + E,, —— EI + ES. 3 = ÀX: 5 d(2, х) 12) 
EI KA 99: dës, u) __ 
31 ch E, = ду + E = ez 37 ^p, 3 | d (x, y) 02 , 
par suite 
a 1 [дф = GT Iq: | 
Ho, o! xí ox 1 "P oy I = дг es) 
CS. I Iq: 70 €: СДА 
Os, — Sal ox I + ду І 798. Pa) 
d’où 
(L^) / AHA 0:45 = Ger d e, S de, 
HH ј do; 
(M^ Jg dp = | +, S ds. 
S o 


Voilà une application de la derniére formule. 
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Si la fonction WV, sans singularités dans le champ T, remplit les condi- 
tions 


AV MM aY а PIN, 
р: d(y,2) + Pa 26,9 Ts (тууу =” 
PA d d'E dY ` av 
E E xu ut В Kar VOX Tè TR, Y, Е, —————7 — Ez: Ru РЫ 184 `V 
г} wd a) 3 d(z,x) TEL 3 d(y,z) 2059) | 
dr D: ey D: 
аФ qw 
Para ба ” 1CPE > awe „Ак к ын 
22 D; ШЕП, 


et que l'on connaisse les valeurs de Ф pour les lignes de с, la fonction Ф est 
déterminée pour toute ligne du champ S (compris dans T) en supposant que À 
soit toujours affecté du méme signe en S. 

En effet si H et V, réalisent ces conditions, posons W; — Y" = Ф,. On 
pourra appliquer la formule OM", Mais sur la surface с on a 


dV: _ G. 
da n es? 
par suite on aura 
]1945 = o, 
5 
d'ou 
о . зке o V 


hog DE 


On tire de là: 

Si D = Ф, + 70, et F ont une liaison d'isogénéité il suffit de connaître 
les valeurs de Ф, ou de Ф, sur la surface limite de S, pour que D soit déterminé 
en S. 


4. On déduit aisément la formule 


(N) Oo, +0! = Oo, + 2 He, ai + Өе’; 


par suite.on a 


т [^90 + a, dS =+ [э®», dS + MHo, o; dS + T [өг dS 
S $ $ 


Lo 
e^ | 
S 


= + (109, dS + ELT dS + (e (&, cos x + X, cos жу + p, cos zz) do 
S $ A 


Ier es 
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Si on prend sur la surface o, g; = o, on a sur с, Ф, + Ф = @,, et la formule 
précédente devient 


2] Me, +0; dS = л, Aa, dS + zf 18s; dS SE KEE jas. 


ox ду 


On en déduit: 


Pour que [ Ло, dS soit maximum ou minimum lorsque les valeurs de Ф, 


sont données pour les lignes de la surface б, il faut que 


Er2= — E. ) 
déis dra dës St e | d (x , y) 3 d (2 ,x) | 
(17) ба Гой Tal Sh эж, PTS Pas мА малын 
3 . ed. do, d®; dO, 
ДИА с Bic URE NEC у ch 
LALE Ton) LA dx». dy, |. 
ду | Da | 32 | D; Tem D 


Ф, étant une fonction qui réalise la condition (6). 

Réciproquement supposons vérifiée les conditions (6), (17), et que Ө, 
soit une fonction qui n'a pas de singularités dans le champ T. 

En appliquant la formule (N) on aura 


" 10s, + o; dS = L / 10e, dS + 1. / 106, dS — | o, De do. 


Pour que l'on ait sur la surface c 
Ф, + Ф, = Ф, , 
il faut et il suffit que 
d, 


= Ô= 0. 
do 


On aura donc, lorsque cette condition est réalisée, 


Z [2®»,+е,45 =+ Do dS + + [r00 dS. 
s S S 


On en déduit: 
Il suffit que la condition (17) soit remplie et que Ó, n'ait pas de singularités 
dans le champ T, pour que l'intégrale 


166, 48 
5 


soit un maximum ou un minimum entre toutes les intégrales / 10 w dS, V étant 
$ 


une fonction qui vérifie la condition (6) et qui est égale à D, sur с. Оп aura 
un maximum si À est négatif et un minimum si À est positif. 
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s. Supposons que Ф, + ¿@; et F aient une liaison d'isogénéité c'est-à- 


dire que 
à, = ё, , Lo LL , 0: 58 р ; — à, = Ô, , — у. = Te , — р, = р,. 
D'après les équations (10) de l'article précédent on aura 
< MD) de, _ 2p2 2Фг SH 
D, ez D, ду E. x + Eia эу dy. Ti E, ! 
дф’ d А ds d дф» 
(18) D: 32 E 13: аі = Ez s =E E, s + Rus 3s ? 
dp, фо дф» > 9g. dë: 
D: -3 D, >> = 231 g T Ea gy T Es ? 
dë: QE 29; 39; 29; 
D, y Wie D, 9s .? E;, i» T Ba Sei + E oz ' 
, QE дф» — 2, А дф, 
(18) D, ez UE D, DP ы E; 2x TE, dy TE, да ? 
QE дш» __ 29; 29; 29; 
D, Nro 0 Е,, ox +E; ES +E; 22 
Les fonctions o, et o, doivent satisfaire à l'équation différentielle 
b UA 5 SCH d. LI 39. do 
(19) xx A (E II Z E 4 E, + Ka E + 3; Гэ (Ee 32 ox EM E, => y T Ea x 


REH o. 


6. Soit F = Е, + ;F,; les quantités 


dF: 
nr ICT) 

ДЕ» 
P, = q.s) 


+ 7 
; 7: = Zz, =j 

mons 
па OE d (z , x) 


jouissent des propriétés suivantes 


Mt TT SO БЕР» 
D, 2, 3p D,g, : а = 0, 


n Op 


gf: 
e CH ОСУ" 


dF. 


ES д 


d d dra. 
ea SC tx =0 


On peut donc déterminer deux fonctions f, , f,, telles que 


d (u > fa) 
а(у,2) 
d (w, f!) 
d (y , z) 


= f 


= p. 


par suite 


(fs. fau) Ls 


Dey d(x,y,z) dx 


, 


d (u. , f2) 
, 265 =V; 


df 
Eso (жуд) "Ze 


a opg (fas и). 
d(x ,y,) 


— (fs t) ° 
" d(x,y,z) ду 


| D, 2, + D,g, + D; r, = o. 


I) 


27? 


dif) _ 
Í d (x , y) 
dlu, fa) 
ber ЕУ) 
, - Wi 
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En changeant les variables x,y,z et en prenant x —/f,,y —f,,z— ү, 
on trouve 


Es =c Вз ор BELL UE, wg EX, EL @ 
Deeg ;"Dzo", D séit 
Les équations (18), (18^ deviendront 
99. _ %, ga ge, 
MC. АРА M 
d'oü 
(2o) Pa + 29, = G (£, + Hf.) 
Employons la formule (E) du 1* chapitre. 
On aura 


Е, HI = fo. Cos их + q, cos NY + 7, cos zz) do = — Lan, 
с L 

Е. |[L]] = a. COS zz + Q, COS ny + ғ, cos nz) do = - (f. du, 
s L 

Ф, |[L]| = Í (ë, COS их + X, cos y + p, cos zz) do = - Í du, 
в L 


Ф, [11| = Í (ô, COS их + X, cos xy + р, cos м2) do = — le dn, 
G L 


L étant le contour de c. On en déduit 


Еп = A+) у Фп =— | Gdy. 
L L 


Réciproquement si Е [L]| et. Ф [L]| sont données par les formules (21), 
l'égalité (20) étant satisfaite, elles ont une liaison d'isogénéité. 


7. Proposons-nous la question: quelles conditions doivent être remplies 
pour qu'on puisse poser dans les équations (10) de l’article précédent g, = o 
en prenant Ф, arbitrairement? 

On peut démontrer aisément, par des considérations bien simples, 
que la condition de l'intégrabilité de l'équation (9) est nécessaire. En effet, 
soit 


e. 3 dy 3 dr * dz y ° de 

on aura 

ETE REL NE r ү, eier opa D Эм 
Z dx | k 22 £ ду] dy | £ dr Ф e ez | k ду £ ox 
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et par suite 


e [2 Ds _ 2 De], 3e [8 De 9 Ds], әјә Da әр] 
x mw wy тузо Be Ve д2 |х 2 < a |" 
d’où 

MR ары eg Lj yaoi ae. agi A 
dy À д2 bo Ad de WE la date om L "A enn, i, T e 


Act ticless. 


1. Nous allons maintenant examiner les opérations de dérivation et 
d'intégration sur les fonctions des lignes qui ont une liaison d'isogénéité. 
C'est par là qu'on va voir comment ces recherches se rattachent à celles 
de M. POINCARÉ. A cet effet il faut introduire des fonctions des points de 
l'espace liées aux fonctions des lignes. Remarquons que la définition des 
fonctions des variables imaginaires peut se donner de la façon suivante: 
soient ç et deux variables imaginaires fonctions des points d'un plan; l'une 
sera fonction de l'autre, si 


Généralisons cette définition pour l'espace. Soit F une fonction des lignes 
et f une fonction des points de l'espace. On dira que F et f ont une liaison 
d'isogénéité si 

dE әу dE ar E d 
(22) d(y,z) Әх ^ d(z,x) ду vehe come d(x,y) de Re oe 
On désignera toujours par des lettres majuscules les fonctions des lignes 


et par des lettres minuscules les fonctions des points. 


2. Cela posé, il est bien aisé de démontrer les propositions suivantes: 
о Si entre f et F, et entre F et D il y a une liaison d'isogénéité, f et D 
ont aussi une liaison d'isogénéité. 


2° Si l'on a des fonctions f; (d = 1,2,---,9) qui ont une liaison 
d'isogénéité avec F, il faut que 
d DEN EAEP Ei . 
(23) “ЖЕЛДЕ = 0 G,r,5—=1,2,...,n) 


Lorsque on aura des fonctions f; qui remplissent les conditions (23) 
on dira qu'elles ont une liaison d'isogénéité entre elles. 


3. Supposons que les fonctions Ф; G@ = І, 2,..., м) soient isogènes 
et que f ait une liaison d'isogénéité avec Ф;, on aura 


dO; of dà; эу , аф; f 


 d(y,z) Әх TOU d(z,x) ду Lr d(x,y) дг о 
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On pourra donc (voir chap. I, art. 5) déterminer des fonctions Ф;, telles que 
(24) аФ ^ d(f;i) dV; _ ZlS, Qi) do; _4(7, ә) 
(Жыз) F (214,53) ¿ T(E. 809.3) "114 70) d (x , y) 
et il y aura une liaison d'isogénéité entre o; et Ф;. 
Réciproquement soient Ф; (2—1,2,---,#) des fonctions ayant une 
liaison d'isogénéité. Posons 


d (Çi » Qs) DEA d (9i , Qs) befier. d (9i , ps) = p; 
d (y ,z) t RA d (Z ,x) Xis > d (x , y) tym 
on aura | 
дф; , ex; s ep; , EN 
dr rh ду + di P. 


Par suite on pourra déterminer des fonctions Ó; , telles qu'elles satisfassent 
aux conditions 
dO; , dB; , do, s 


BL Mo. CARE eg AE dodi M à 


П est bien clair que les fonctions Ó; , ont entre elles et avec q; une liaison 
d'isogénéité. 


4. Lorsque on a les égalités (24) on appellera la fonction ®; conjuguée 
à f et ge, et réciproquement les fonctions f et Ф; conjuguées à Ф;. 

Si L est une ligne dans un champ ой f et q; sont des fonctions mono- 
dromes, on aura 


ФШ = [е df. 


Supposons fixée la direction positive de la normale z à une surface с; on 
aura | 
dV; , 
do 


= à, COS NX + Yi,s COS NY + Pi,s COS 722. 


Prenons sur с des coordonnées curvilignes, telles que les directions u , v ,# 
soient disposées comme les directions x , y , z. Si le carré de l’élément linéaire 
est d? = Edu? + 2 F du dv + G dv’, on aura 


Spr 7. Noté 

(25) vico a 1 E 
do ҮЕС — Е? | Se, 9o, 

du `? dv 


5. Cela posé on peut examiner les opérations de dérivation et d'inté- 
gration. Supposons que ® et F soient isogènes. Posons 


dF dF dep w 
4,3 Til aa aan (xy 52? 
dd i аФ аФ 
20,7 аар ' (y. 
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on aura 


c étant une surface arbitraire. Nous désignerons le rapport qu'on vient de 
trouver et qui ne dépend pas de la direction 4с par le symbole dB/dF et 
nous l'appellerons /a dérivée de D par rapport à F. Cette dérivée est une 
fonction des points de l'espace. On peut démontrer que Za dérivée de D par 
rapport à F et les fonctions F et Ф ont une liaison d'isogénéité. 

En effet posons 


dë — 
MEL OE 

on aura 

do дб› № Op x 29 дф ` др or . 

B NM me UU EE T NUM A mI. ш SET 
par suite 

dq дб› dr др 22 eg INT 
Ix TO T Tu + D) Ale Tar ha) => 


6. Supposons que f et F aient une liaison d'isogénéité. Soit c une surface. 
Lorsque on a établi la direction de la normale z, le signe de ZF/Zc est déter- 
miné. La quantité 


ET 


G 


est donc tout à fait définie. Nous la désignerons par le symbole 


| aF. 

б 
Si on change la direction positive de la normale, le signe dont est affectée 
l'intégrale change aussi. Si la surface n'est pas fermée nous conserverons 
entre la direction de la normale et les directions des contours la relation 
établie au 1* chapitre. Dans ce cas, par NS la direction des con- 
tours donne le signe de l'intégrale. 

Si, au contraire, c est une surface fermée formant la limite d'un champ 

S dans lequel ni f ni F n'ont de singularités, nous aurons 


ў dF dF dF 
[748 = fro cos 2x + "IW COS Yay = ЖОЛ nz ds 


tu dF p "egy 
d E (5) *3y dis) Se FEP) 


af ` dF af dF 


F 24 
35:3 3 Te ad ду 4(2, лөк) 9 д2 12.9148 = o. 
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On a donc le théorème exprimé par la formule 


(26) f. fdF = o. 


Si le champ S n'est pas limité par une seule surface, mais par les surfaces 
с: (— 1,---,4), on aura 


(26^) рУ? J. АЕ = o. 

! I б 
Le théorème exprimé par les formules (26), (26) est ипе généralisation du 
théorème de CAUCHY. 


7. Supposons que les fonctions Ф; (2 = 1,2,:::,#) aient une liaison 
d'isogénéité. On pourra écrire 


дф; 2%, 
ў ei t INS 

(27) = Í o dO; „= [e tds = |ә Ы 4 du dv, 
j < 4s É дд; дф; 


di d до 


u,v étant des coordonnées curvilignes dont les directions раг rapport à 
celle de la normale z sont disposées comme on a établi au $ 4. En posant 


дф; 20, 
3 du = AD: | 2, X du = do; , 


PRE SAO дф, у — 
дг Фо = 99; , ov du = 89; , 


doi , do; 
IT, 
ëm: , 80, 
o 
Si c est une surface fermée qui renferme un champ S ой il n'y a pas de sin- 
gularités des fonctions ф;, on aura 


dq; , dy: 
(28) | Ф, RTE 


on aura 


Voilà une nouvelle expression du théoróme de CAUCHY généralisé. 


8. Retranchons par des surfaces fermées les parties du champ oü les 
fonctions f et F ont des singularités. Par des sections linéaires on restitue 
au champ la connection superficielle simple. Cela posé, il est clair que toute 
surface fermée sera la limite d'un champ oü f et F n'ont pas de singularités. 
Soient L, et L, deux lignes fermées dont la direction est connue. Appelons 
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— L, une ligne qui coincide avec L, mais qui est prise dans la direction con- 
traire de L,. Supposons que, dans l'espace sectionné, on puisse mener une 
surface par — L; et Li (voir chap. I, art, 2, $ 3). 

Prenons la direction de la normale > à с par rapport aux directions 
des lignes — L, et L, de la manière qu'on l'a établi (voir chap. I, art. 3, § 3). 
L'intégrale 
(29) fja 

с 

sera déterminée. Il est aisé de démontrer que dog valeur de l'intégrale (29) 
ne dépend pas de la surface G, mais dépend seulement des lignes L, et L,. En 
effet si l'on mène par — L, et L, une surface c, qui ne coincide pas avec o, 
les surfaces с eft o, formeront une ou plusieurs surfaces fermées. Par suite 


[ағ = 0, 
6+6, 
d’où résulte la propriété énoncée. C'est pourquoi l'intégrale (29) peut être 
désignée par 
L, 
(3o) Í far. 


Lo 


En changeant la direction de la normale z on change aussi le signe de l'in- 
tégrale. Par suite 


È, É 
Í far i — |а. 
[An L, 


Supposons qu'on rend la courbe L, fixe, en laissant L, variable; l'intégrale (30) 
deviendra une fonction de la ligne L;. On pourra donc écrire 


[s = ФП]. 


® et F ont une liaison d'isogénéité et on aura 
ad^ 
» perd 
Cela démontre que /a dérivation et l'intégration, telles qu'on vient de les 
définir, sont deux opérations inverses. 
De méme si les fonctions o; ont une liaison d'isogénéité, on aura 
L, 
do; , de, 
Pr | 


09, , Op 
ANS 9 


26 


WWW.rcin.org.pl 


402 XXII. — Sur une généralisation de la théorie des fonctions, ecc. 


et VY |[L,]| aura une liaison d'isogénéité avec les fonctions o;. 
Soient f et g deux fonctions conjuguées à la fonction F, ou pourra écrire 


d 


Lo 

e | d Ў 
F [L] =F (Lai = | e (39 

Li 


————— ——"ipe-————— 


Nous avons achevé le mémoire en montrant dans le dernier article que, 
lorsqu'on a un systéme de fonctions de lignes qui ont une liaison d'isogé- 
néité, on obtient par le procédé de la dérivation des fonctions de points /; 


(¿= 1,2,---,2) qui sont liées par les relations 
d i fef) 
VUE y. 8) 1 


C'est pour cela que les variables f; ,f, , fs doivent êtres liées par des relations 
(P) Pi,r,s Oda Ms) = 0. 


Réciproquement si on a des variables liées par des relations (P), il est bien 
aisé de voir qu'il y a entre elles une liaison d'isogénéité. Voilà le point par 
où ces recherches se rattachent à celles de M. PoINCARÉ. Le théorème que 
nous avons énoncé au $ 7, de l'article 5 est équivalent au théoréme donné 
par M. POINCARÉ dans le mémoire sur les résidus des intégrales doubles. 

On voit méme aisément comment les fonctions des lignes peuvent se 
rattacher à une généralisation des intégrales abéliennes. Mais je crois 
qu'avant d'aborder une telle question il est utile, pour n'être pas obligé 
de traiter des cas particuliers, d'étendre aux hyperespaces les considéra- 
tions que je viens d'exposer. Ce n'est pas là une généralisation oü il n'y aurait 
qu'un pas à faire pour atteindre le but. On trouve au contraire quelques 
difficultés. En premier lieu, dans un espace à » dimensions on doit consi- 
dérer des fonctions des espaces à 1,2,-:-,#—1 dimensions. En second 
lieu, tandis que les systémes d'équations (9) (chap. I, art. s) peuvent tou- 
jours s'intégrer, les systémes analogues qu'on trouve lorsqu'on étend la 
question aux hyperespaces n'ont pas toujours des intégrales communes. 
Pour traiter la question dans le cas général, il faut recourir à la théorie des 
intégrales communes aux systèmes d'équations différentielles aux dérivées 
partielles. Il faut que certaines conditions soient remplies, afin que les fon- 
ctions du 1” degré des hyperespaces puissent s'obtenir par l'intégration 
des fonctions des points, tandis que pour les fonctions des lignes dans l'espace 
les formules du $ 8 sont toujours vérifiées. On voit donc que, dans le cas 
des hyperespaces, on doit trouver des catégories de fonctions qui ne se pré- 
sentent pas dans le cas des espaces ordinaires. 
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